- m— B

5
-

(k)
Lembrete 10.0.1 Lembra que R, (x) = f(x) — ¥}, fk_!(a) (x—a)k = f(x) — T, (x) é dito erro
ou resto da série de Taylor. Além disso, temos que

o ) (x_ g
f(x)=;¥, xe(a—Ra+R),

se e somente se lim R,(x) =0parax € (a—R,a+R).
n—oo

Pergunta: Como estimar R, (x)?

A resposta pode ser encontrada com ajuda de

Teorema 10.0.2 — de Taylor com resto de Lagrange. Seja f uma fungdo (n+ 1) vezes
derivdvel em (xo — h,xo +h) = I, entdo para cada x # x € I existe ¥ entre xy € x tal que

(n) (n+1) (5
78) = £50)+ o) —0) -+ LS oy L (e
(n+1) (%
onde % (x —x0)""1 é o resto de Lagrange.

Corolario 10.0.3 Se | f"+1) (x)| < M para |x — xo| < € < h, logo
M|x_x0|n+l M'8n+l
(n+1)! (n+1)r

isto €, obtemos a estimativa ttil para o resto da série de Taylor, que pode ser usada para provar
convergéncia da série de Taylor a prépria fungao.

Ry (x)| <
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.
= Exemplo 10.1 Mostre que lim — = 0 para todo ¢ € R.
n—eo 1!
C}’l
Temos que Y, — converge pela Teste de razdo. De fato
n!

n+1

.| X+ c n!
lim m|———| =
n—eel (n41)! "

n—soo

c-lim
nseon4+1

Xn

n
Assim x,, = C—' — 0 quando n — oo (pelo Teste de termo geral).
n!

X" ™) ,
= Exemplo 10.2 Mostre, que f(x) =e* =Y (— o =YY" x" para todo x € R.
n!

Solugdo. Mostremos que R, (x) — 0, para x € R. Pelo Teorema 10.0.2, temos

f(n-H) ()?) St

Ry(x) = W(X—O)"H CrDk

com ¥ entre 0 e x, ou | % < |x|. Assim,

STl e|x| . |x|n+1
= < S
ROl = |51l < T
quando n — oo, para todo x € R (veja Exemplo 10.1). )

= Exemplo 10.3 Ache o niimero e com o erro inferior a 1074,

Solugdo. Sabemos

| *

=L

Assim

= 1
=X

Parax =1,
ei_ 1n+1 61 3

(n—i—l)!‘ S S !

[Ra (1) =

Basta procurar n tal que ou seja (n+1)! > 3-10* Ultima desigualdade vale a partir

3
(n+1)! " 10%
(n+1)! =38! ousejan = 7. Logo

e~1+ + + + +6,+—

com o erro inferior a 104, ;=)

m Exemplo 10.4 Ache a série de Taylor de ¢* em x = 4. u
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Solugdo. f™(x) =e*, f)(4) = ¢*, assim

€ a série de Taylor de e* com x = 4. Vamos mostrar que o intervalo de convergéncia é I = IR. Isto é

o A4( A\n
Z—e G—4) =e, (10.1)

=5 n!
para todo x € R. Existe & tal que [ —4| < [x—4| e

f(n+1)( )(x 4)n+1 _ ei|x_4|n+1 _ emax{x,4}|x_4|n+1
(n+1)! (n+1)! (n41)!

Ry (x)| =

A tltima fragdo tende a 0 pelo Exemplo 10.1. Portanto (10.1) vale para todo x € IR. 3-)
» Exemplo 10.5 Ache a série de Maclaurin para f(x) = senux.

Solugdo.

f(x) =senx = f(0) =0;f(x) =cosx = f(0)=0;
f'(x) = —senx = f7(0)=0; f"(x)=—cosx = f"(0)=-1;

Portanto
i f(")(O) . B0 _x7 o S K2t
= n 35t 7! = (2n+1)!

Agora vamos mostrar que que o intervalo de convergéncia é I = R. Existe x tal que || < |x| e

(como |f(”) <D

| B ‘f (n+1) n+l ‘ |x|n+l
n+1) (n+ 1)
que tende a O pelo Exemplo 10.1. Logo
oo x2n+1
senx = Z(—l) m,

n=0

em todo x € R. ;=)

= Exemplo 10.6 Ache a série de Maclaurin para f(x) = cosx.
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Solugdo.

oo (_1>nx2n+l)/ o x2n

COSX = senx'z( ~ - ) = —1)" _y S0
( ) = (2n+1)! r;)( ) (2n)! ;) n!
para todo x € R. Assim
2 4 .6

X X
Ccosx = —E—Fﬂ—a—i—...
)
= Exemplo 10.7 Ache lim, 0. Sem; Y heR
X
Solucdo. Temos
(x x_3+x_5_x_7+ )—x x_3+x_5 x_7+
L MY g 3151 71 T TR T _
x—0t xP x—0F xP x—0t xP
1 2 3 1
- + —_ —_— + .. 3 pP= 37
= lim+ 3! 5;_37! = 0, p<3,
x—0 X! —o, p> 3
)
= Exemplo 10.8 Ache sen 1 com erro inferior a 107.
x2n+l
Solugdo. Temos que senx = Z;":O(—l)"m, para todo x € IR. Em particular,
- _(=D)"
senl = —_
r;) (2n+1)!
€ uma série alternada. Lembra-se:
S=Y (=1)"xn, = |Ra| = |S—Su| <Xpy1,

n=0

onde S, é a soma parcial. Portanto
noo(—1)k 1 1
Ro| = [sen1— < <—
[Rul = |sen k:ZO Ck+ D! S 2n+3) = 108

se € somente se
(2n+3)! > 10,
que vale a partir de (2n+3)! = 9! ou n = 3. Logo
1 1 1

senlzl—a—i-ﬁ—ﬁ—i—....
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» Exemplo 10.9 Ache a série de Maclaurin de fungdo f(x) = In(1—2x*).

Solugcdo. Sabemos que

e[-1,1).

_ 0 yn+l
_r;)n—l—l

De fato,

1 oo =yt
- dx:/— Y'dy = — +C
/l—y ,,g() ngz)n—i-l

-1 n+1
Como In(0—1) = 0+ C, obtemos C = 0. Agora se y = —1, série Y % converge e se
n
-1
y=1,série ), e diverge
Seja y = 2x*, entdo
oo 4\n+1 o AHntl
ln(l _2x4> — Z (zx ) — 2 x4n+4’
= ntl =ntl1
para x € ( L. ) (mostre que o intervalo deve ser aberto!) )
X -, = D. 5
\yi? w 3
= Exemplo 10.10 Ache a sériede Maclaurin da fungio f(x) = cos®x.
s Exemplo 10.11 Temos que
(cos?x)’ = —2cosxsenx = —sen(2x).
Por outro lado -
seny = i (1) yeR
“ (2n+1)! 7
Seja y = 2x, assim
0o (2x>2n+1 0o (_1>n22n+1 et
A A -~ , eR.
(cos?x) ,,Zo 2n+1 ;0 Qn+ 1y " !
Logo
n+122n+1 2n+1 o0 (_1)n+122n+1x2n+2
cos x—/cos X dx—/z Gt 1)1 dx:n:o 2n+2)! +C;

Como cos?(0) = 1 =0+ C, temos que C = 1. Portanto

5 o (_1)n+122n+1x2n+2
cos“x =1+
n;) (2n+2)!
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2

» Exemplo 10.12 Ache a série de Maclaurin da fungéo f(x) = [e ™ dx.

Solugcdo. Sabemos que

© N
e = Z —. Y€ R,
n=0
e se y = —x2, obtemos
o 2\n n,2n
2w (=) & (D"
¢ = r;) nl r; n!
Portanto

o0 x2n+l

/e_Xde* /i (_1>nxzndx*C+Z( )" xeR
. J = n! ot (2n+1)-n!’ '

m Exemplo 10.13 Encontre a soma da série:

1y

2)

= Exemplo 10.14 Seja

3, x=0

Desenvolve /8 £(x)dx numa série numérica.

n

Solugdo. Temos e’ =) y—', sey € R. Logo
n!

3x . (3x)n — 3'x"
et —1= — 1= .
ngb n! n; n!
Agora
e —1 = 3yl
= R O
X n; n! X7
3n n—1
eZ;’:’:lx—,=3sex:o.
n!
1/6 /6 3mn=l e gmn1/6 =@ 3n(1/6) = \n ]
/0 S(x)dx 0 n! ng’ln'n!o n; n-n! ng'l 2/ n-n!
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» Exemplo 10.15 Seja f(x) = o Ache £B9(0).
Solugdo.
1 ! 3 v w_ v S7(0) !
e = —Zx n: —1 nznxn: .xn, |x|<_-
1+233  1—(=2x3) r;)( ) ,;)( ) rzz::0 n! NG
(3n) (0
Sabemos que c3, = (—1)"2" = f(3n§! ) . Portanto

(30)
_ 10 A0 S2V(0)
cx0 = (=1)7-20 = =5

entdo £(39)(0) = 30!-21°, ;=)



